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α ∈ Am ∪ AM �� ���
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�

��� ����� �� ���� ����	� ��� ��� ����
� 
	

	�� ���������
��

����	�� α ∈ AI\{Am∪AM} �� ���
������� �� � T �����	� ��	�� ���������� �	� �
����

i �= 1�

lim
δ→1

v
(δ,T )
i (α) = lim

δ→1
Eθ∼π

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtui,t|σ
]
=
∑
θ∈Θ

Q(θ)

T
gi(α(θ), θ)

������� gi �� �	������ �� θ� �	��	 ��� limT→∞
Q(θ)
T

= π(θ)� ����� ��	 �� ��� �
��� 
	� i �= 1�

!�
� �
���� � ��"�� ����	��� �	 ��� ���	# �� �	�����	�� �� δ ��� vT1 (α) �� ��

���$����

�	

	���� ���� ��$�� ��� ��� 	
 ���
��� M⊆ Δ(Θ×Θ) �� ��� ��� 	
 ����������	�� μ(m, θ) ∈
M ���� ����

∑
m∈Θ μ(m, θ) =

∑
m∈Θ μ(θ,m) = π(θ) 
	� �

 θ ∈ Θ� %�� μ̂t(m, θ) = &�	�(mt =

m, θt = θ|σ) 
	� �	�� �������� σ�

' $��� �
��� ���� 
	� ��� χ1 > 0� ����� �(���� �	�� T ∗ < ∞ ���� ���� 
	� ��� T ≥ T ∗�

����� �(���� � μσ ∈M ���� ����

|| 1
T

T−1∑
t=0

μ̂t − μσ|| < χ1. )�*+

,	�� ����
∑

m∈M
∑T−1

t=0 &�	�(mt = m, θt = θ|σ) =
∑T−1

t=0 &�	�(θt = θ|σ) =
∑T−1

t=0 πt�

-������ π �� ��� �����	���� ����������	� 	
 P (θt+1|θt)� limT→∞ 1
T

∑T−1
t=0 πt = π� �	���

	 ���
∑

θ∈Θ
∑T−1

t=0 &�	�(mt = m, θt = θ|σ) =
∑T−1

t=0 &�	�(mt = m|σ) = Q(m)� �����

limT→∞ 1
T

∑T−1
t=0 Q(m) = π(m)� ��� �������
� 	
 ��� ����������	� &�	�(mt = m, θt = θ|σ)

�	� ���� �	 π �� T → ∞� '� 
	

	�� ���� ����� �(���� �	�� �	��
� μσ ∈ M �����
���� )�*+�

�������� ��� ���� 	
 �	� ������� 
	� ���� �������
 �� ����������� 	
 ��� �������� σ�

'� ��� 
���� �� δ → 1� �
���� �.� ���
��� ��� �� �������

1
T

∑T−1
t=0

∑
θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ)μ̂t(m, θ) =
∑

θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ) ∗ 1
T

∑T−1
t=0 μ̂t(m, θ) ≤∑

θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ)μ(m, θ) + χ1|Θ|2

�� )�*+�

/�



����� μTruth ∈ M �� �� ��� 	�
��
 �
�������� μTruth(θ, θ) = π(θ)� ��� 
�� θ ∈ Θ� 
��

μTruth(m, θ) = 0 ���������� ����
 � ���� ��� 	
� �� �������� ������� �� ���� ��
� 
�


���	
���� ���� �
������ ��� �� 
�� ���� �� ��� 
�� μ ∈M�

∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(m), θ)μ(m, θ) ≤
∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(θ), θ)μ
Truth(m, θ).

 ������� �� μ = μσ 
�� ����� ��!��

1

T

T−1∑
t=0

∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(m), θ)μ̂t(m, θ) ≤
∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(θ), θ)μ
Truth(m, θ) + χ1|Θ|2.

" �����
� 
������� 	
� �� 


���� �� μTruth �� �����

∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(θ), θ)μ
Truth(m, θ) ≤ 1

T

T−1∑
t=0

∑
θ∈Θ

g1(α(θ), θ)πt(θ) + χ1|Θ|2.

��� σ �� 
� �
���
� ���
����� #������� 
 ���
���� σ̃ ��
� ��
���� ���������� �� ����


� ��
� ����
�� �� 
$
��
���� 
�� ��������� ��
���� ������������	
��� 
���� ��� ���
�����

��
��� %��� ���
���� �� ��
������ 
�� 
� T → ∞ �� 	
� �� ����� ��
� 1
T

∑T−1
t=0 μ̂t → μTruth�

%��� ����� �&���� 
 T ∗ ��	� ��
� �� T ≥ T ∗�

E

[
1

T

T−1∑
t=0

u1,t|σ
]
≤ Eθ∼π [g1(α(θ), θ)] + χ1|Θ|2. ����

'�� limδ→1 E
[

1−δ
1−δT

∑T−1
t=0 δtu1,t|σ

]
= E

[
1
T

∑T−1
t=0 u1,t|σ

]
� �������� vT1 (α) ���� 
��$��

 �
��� � 
�
�� �
���
��� 
�� σ̃ �� 
��
�� ��
������ �� ����� �&���� 
 T ∗ ��	� ��
� �� T ≥ T ∗�

E

[
1

T

T−1∑
t=0

u1,t|σ
]
≥ Eθ∼π [g1(α(θ), θ)]− 2χ1|Θ|2. ��(�

����� �� ����������	 
� )�& 
 (d, T ) 
�������� �
��� α ∈ AI � 
�� ���	���� �
	��� δ�

*(



���� ������� ��	� α ∈ AI\{Am ∪ AM
}

	
� �� �� �
���
�
��� ���
� 	 ����	 
���	
��
�

����
 	 (d, T )���������� �	
�� ��� σ(d,T ) �� ��	��� ��� ����
	� �������
� ���	����� ��� ��	���

��

σ(d,T ) ∈ argmax
σ∈Σ

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtu1,t +
1

T

∑
di(ht, θT )|σ

]
.

�
 	
� ���	���� σ� 
���	�� m ∈ Θ �� ��
� Q(m) ��
��� �
 �	������	��

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtu1,t +
1

T

∑
di(ht, θT )|σ

]
= E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtu1,t|σ
]
+
∑
θ∈Θ

Q(θ)

T
Eyt,θT [di(ht, θT )|mt = θ] .

��� 

!�� ����
� ���
 �
 ���� �"�������
 �� ��
��	
� �
 σ� #�
��� σ(d,T ) �� 	
 ����
	� ���	���� �


��� �
��������� �	
�$ σ(d,T ) = σ∗δ (α)� %�
�����
�� �� vT (α) &����'� �

���	�����

(�' ������� α ∈ Am∪AM �� �
���
�
��� ���
� 	
 �
���������� 
���	
��
� %�
����� 	

���	���� σ ��	� �
����� ��� �	
� )��
� �����������
 ���� (θt, at)
T−1
t=0 	� σTruth� !��
 *�+
����


, �
����� ��	� &�� 	�� t ≤ T � E
[
d(hP

t , θT )|σ
]
= E

[
d(hP

t , θT )|σTruth
]
� �� ��	��� � �	

��

���+�	��� ����	�� �� σ� �
 �	������	�� �& α 
�
� �� 
	"�
	"�� ��	��� i �= 1� ���
 α(θ) = α(θ′)

&�� 	�� θ, θ′ ∈ Θ 	
� ��	��� � �	� 
� ���+�	��� �����������
 &��
 σTruth�

������� α 
�
� �� 
	"�
	"�� ��	��� � 	
� ������� σ 	
� σTruth �
���� ��-���
� )��
�

�����������
� ���� (θt, at)
T−1
t=0 � ��" 	 ������� 	
� ���� θt ���� ��	� σ 	
� σTruth ��	� �� ��-���
�

	����
� �
 ������ t &�� ����� θt� .� /���
����
 �� ��	��� � ����� 
� ���� ��	
 1−δ
1−δT δ

tL �


���� ������� ��� �	�
� 
� 
��� ��	
 1
T
maxht,h̃t

{
d(ht, θT )− d(h̃t, θT )

}
≤ d

T
	� ��� �
� �&

��� �	
� �� 
����������
� ��� ���� �
 ������ t� %�
��
�	���
 ��	� �� �
����
��
� �& ������

t ���	��� ��� 
���	
��
 �� �
����������� !����&���� ��	��� � �	� 
� �
��
���� �� ��� �
 	
�

������ �&

d ≤ 1− δ

1− δT
δtLT ≡ d(δ, T ).

0
��� ���� ��
�����
� σ(d,T ) = σ∗δ (α) = σTruth�

���� �& d < d(δ, T )� ���
 σ(d,T ) = σ∗δ (α)� 1�	��� ��� ����
	� ���	���� �� �
����
��
� �& ���

����� ν� �� �	��-� 	�� ��
��
���� �
 ν� ��
�� limδ→1 v
(δ,T )(α) = vT (α) �� ��+
����
� �� �����

&�� ||ν − π|| �
	�� 	
� δ < 1 ����� �� ��

��



����� �� ����������	 
� ����� σ(k,j) = σ∗δ (α
(k,j)) ��� ��� Σ(k,j) 	� �
� ��� �
 
����	�� ����������

�� �
� T ������� ���
����� ������������ α(k,j)� ��� ht 	� � 
������ �� �
� 	�������� �
 	����

(k, j)�

�� ��������� �� ���� � ������ ������ t(k,j) �
���� ���
����� �� ������ 
��� T (k,j) ����

����� ������������ ����� �����

d1(m, θ) ≡ 1

1− δT

∞∑
t̂=t+T

δt̂−t(1− δ)E
[
u1,t|σ∗, ht, θt+T = θ,mt(k,j) = m

]
. � !"

#�$�� θt� �
� ������	����� �
 θT �� ����������� �
 ht �� ��� ������� ����� �� 	���� (k, j)�

%
��� σ∗ �� ������� �
 
�� ��� (k, j)�

σ(k,j) ∈ arg max
σ∈Σ(k,j)

E

⎡
⎣ ∑

t′∈T (k,j)

(
1− δ

1− δT
δt

′−tu1,t +
1

T
d1(mt′ , θT )

)
|σ, ht

⎤
⎦ . � &"

�� '���������� (� σ(k,j) �� �� ������� �������� �� ��� (d, T )�������	�� ���� ���
 d < d(δ, T )�

)����� �� �
�� σ∗ �������� �� ��*��� �� �
�� �
�� 
�� ��� m, m̂, θ ∈ Θ�

|d1(m, θ)− d1(m̂, θ)| < d(δ, T ). � +"

,-������ � !" ��� 	� �������

d1(m, θ) =

∑k
k′=1

∑∞
j′=j+1

∑
t′∈T (k′,j′) δt

′−t 1−δ
1−δT E [u1,t|σ∗, ht, θt+T = θ,mt(k,j) = m] +∑K

k′=k+1

∑∞
j′=j

∑
t′∈T (k′,j′) δt

′−t 1−δ
1−δT E [u1,t|σ∗, ht, θt+T = θ,mt(k,j) = m]

.

'������� . �
 ��������� � ������� �
�� 
�� ��� k′ �= k ��� j′ ≥ j� α(k′,j′) ���� ��� ������ ��

mt(k,j) � �� ��������� �
 σ∗� ������� �� 	���� (k′, j′) ������ ���� �� α(k′,j′)� )����� 
�� k′ �= k

��� j′ ≥ j� ������� ��� ������ �� 	���� (k′, j′) ��� ����������� �
 mt(k,j) � /� � +" ��� 	�

��������� ��

|d1(m, θ)−d1(m̂, θ)| =
∣∣∣∣∣∣

∞∑
j′=j+1

∑
t′∈T (k,j′)

δt
′−t 1− δ

1− δT

⎛
⎝ E [u1,t|σ∗, ht, θt+T = θ,mt(k,j) = m]−

E [u1,t|σ∗, ht, θt+T = θ,mt(k,j) = m̂]

⎞
⎠
∣∣∣∣∣∣ .

� 0"

.!



�� α(m) = α(m̂)� ���� |d1(m, θ)− d1(m̂, θ)| = 0 �	 
��
���	 � �� ��������� ��

��

��� α(m) �= α(m̂)� �� ����������� ��� �
������� ������ ����� ��������� �� ���

��������� ������������ �� �� � 
�������� ����� �� ��� ��	 κ > 0 ��� ε > 0� ����� � ���� �

K∗ <∞ ���� ���� ��� ��	 K ≥ K∗� j′ > j� ��� ��	 
���� ν ∈ Δ(Θ)�

||πminT (k,j′)−maxT (k,j) − π|| < κεj
′−j.


�	�!� ������	 |u1| ≤ 1� ��

∣∣∣∣∣∣
∑

t′∈T (k,j′) δt
′−t 1−δ

1−δT (E [u1,t|σ∗, ht, θT = θ,mt(k,j) = m])−∑
t′∈T (k,j′) δt

′−t 1−δ
1−δT (E [u1,t|σ∗, ht, πminT (k,j′) = π,mt(k,j) = m])

∣∣∣∣∣∣ < κεj
′−j.

��������� �	 
��
������� "� ����� � ���� δ∗ < 1 ���� ���� �� δ ≥ δ∗�

∣∣∣∣∣∣
∑

t′∈T (k,j′) δt
′−t 1−δ

1−δT (E [u1,t|σ∗, ht, πminT (k,j′) = π,mt(k,j) = m])−
δKTj′+kTE

[
vT1 (α)|σ∗, ht,mt(k,j) = m

]
∣∣∣∣∣∣ < ε. #"�$

%�&������ ����� ������ ��� K ≥ K∗ ��� δ ≥ δ∗�

∣∣∣∣∣∣
∑

t′∈T (k,j′) δt
′−t 1−δ

1−δT (E [u1,t|σ∗, ht, θT = θ,mt(k,j) = m])−
δKTj′+kTE

[
vT1 (α)|σ∗, ht,mt(k,j) = m

]
∣∣∣∣∣∣ ≤ κ1ε

j′−j + ε. #"'$

%�&������ #"'$ (��� 
��
���	 ) �� ��������� �� ��� ��	 m, m̂ ∈ Θ,

|d1(m, θ)− d1(m̂, θ)| < δkT ε

∞∑
j′=0

δKTj′2
(
εj

′
κ+ 1

)
.

*�� ��	 δ̄ < 1� �� δTK < δ̄� ����

∞∑
j′=0

δKTj′
(
εj

′
κ+ 1

)
=

1

1− δTKε
κ+

1

1− δTK
<

1

1− δTKε
κ+

1

1− δ̄
.

�+



�� �������	��
 �� σ(k,j) �� 

 ��	��
� �	�
	��� �
 ����� (k, j) �� ��
� 
�

δkT ε

(
1

1− δTKε
κ+

1

1− δ̄

)
< d(δ, T ).

��� 

� δ ∈ (0, 1)� d(δ, T ) > δTL. �� 	��� �
���
��	� ����� ��� ε > 0 ������
	�� ��
��� �� ���



� δ̄ < 1� 	���� ����	� 
 δ∗ < 1 

� K∗ < ∞ ���� 	�
	 ��� K ≥ K∗� δ ≥ δ∗� 

� δTK < δ̄�

σ∗ �� 

 ��	��
� ����������� �� 	�� (T,K)��������
	 ����

����

 	 ���	��� ht �
 ����� (k, j) 

� j′ > j� !"#$ ������� !%$� ε > 0 �
� �� �
�� 
���	�
����

��
�� �� ������
� δ∗� K∗� 

� δ̄ 
�������
	���� ���&�
� 	�� ��
���

� ������ ��� ��	
��� 


����� �� ����������	 
� '� v �� (T, ζ,W, δ)���������
��� ��� ���� ζ > 0� 	��
 �	 �� (T, ζ ′,W, δ)�

��������
��� ��� 

� ζ ′ < ζ�

��� ε > 0� ��	 W ⊆ R
N �� 
 ������� ��
&��� 

� ���
��� ��	� 

� ��
����� w ∈ W � '

��
�	���	 

 ����������� (�	� �
��) v ∈ B(w, ε)� ���� �������	��
 *� ������ δ < 1 

�

K̄ > 0 ���� 	�
	 W �� (T, ζ, δTK̄)���������
��� 

� !%$ ����� ��� 	�� �����
 ε > 0� +�,
�

δ̄ = δ
K̄

K̄+1 

� ζ̄ = minδ∈[δ,δ̄] ζ(δTK̄)� ��
�� ζ �� ��
	�
���� 

� �	���	�� ����	�&�� ζ̄ > 0� -��


W �� (T, ζ̄, δTK̄)���������
��� ��� 

� δ ∈ [δ, δ̄]� ��� 

� δ ≥ δ̄� 	���� ����	� ���� K ≥ K̄

���� 	�
	 δTK ∈
[
δTK̄ , δ̄TK̄

]


� !%$ ����� ��� 
 (T,K) ����

��� 

� 	�� ��&�
 ε� �� W ��

(T, ζ̄, δTK)���������
����

.�&�
 δ 

� K� ��,
� δ̂ = δTK � ' ��
�	���	 
 (T,K)��������
	 ����

��� (�	� �
��)�

	�
	 
�������
	� w� ��� 

� k ∈ {0, ..., K − 1}� ��
�	� w̄(k,0) ≡ w� 

� ��	 α(k,0) 

�

w(k,0)(y, θ) �� 	�� 
����
	��
 ���� 

� ��
	�
�
	��
 �
��) 	�
	 (T, ζ, δ̂)���������� w̄(k,0)�

"� '
 ����� (k, j)� �������
	 

 
����
	��
 ���� α(k,j) 	�
	 (T, ζ, δ̂)����������� w̄(k,j)���

/�	 w(k,j)(y, θ) �� 	�� ��������
��
� ��
	�
�
	��
 �
��)��

��  	 	�� �
� �� ����� (k, j)� ������ �
� ������ t(k,j) ∈ T (k,j) �
������� 
	 �

��� !���
�

	�� ������ �

����0
	��
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���
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�� �� ����	 (k, j + 1)
 ��
 w̄(k,j+1) ≡ w(k,j)(yt(k,j) , θt(k,j))�

� ����� 
��
 
�� �����
��� ��������� �� (T,K)���������
� ������
��� � ��� � �� �����
��� �

����� �������
��! ���� 
�� ����
���
���� ������
! � ����� � �! ��
��� 
��
 �� α(θ) = α(θ̂)



��� w(y, θ) = w(y, θ̂) ��� ��� y� "���
 w(y, θ) ��� w(y, θ̂) ��� �� ��������
�� �! 
�� ����

��#����� �� ������
��� ������ $�� ������
! %
 ��&�� � ������ ���
��! ht
Pub �
 
�� ���������

�� ����	 (k, j) ��� ��! mt(k,j) ∈ Θ
 '() ������� 
��
 E
[
w̄(k,j+1)|σ∗, ht

Pub,mt(k,j)

]
= w̄(ht

Pub) ��

����������
 �� mt(k,j) � *��

�� �����������&��!


1− δT

1− δTK
w̄(ht

Pub) = (1− δT )
∞∑

j′=1

(δTK)j
′−1E

[
vT (α(k,j+j′))|σ∗, ht

Pub,mt(k,j)

]

��� ��! mt(k,j) ∈ Θ� +� ������
! % �� �����
��� � �� ���� ��
����� ��� 
��� ��������� ��

(T,K)���������
�

�� ���!��� �����
 
� ��
����
 
��� �! �������
��� � σ∗ �� �� ��
���� �
��
��! ��� ���!��

� ��� '%) ������ ,! �����
���


∞∑
j=0

δ̂j
′
(1− δ̂)E

[
vT (α(k,j))|σ∗] ∈ B(w, (1− δ̂)vT (α(0,0)))

����� vT (α(k,0)) = vT (α(0,0)) ��� ��! k ∈ {0, ..., K − 1}� ,������ vTi (α(0,0)) ∈ [−1, 1]


∞∑
j=0

K−1∑
k=0

δKTj+kT (1− δT )E
[
vT (α(k,j))|σ∗] ∈ B

(
w, (1− δ̂)

)
. '�-)

+������ δTK̄ ��
����� 1− δTK̄ < ε� "��� ��� ���� ���!�� i


∑∞
t=0 δ

t(1− δ)E [ui,t|σ∗] =
∑∞

j=0

∑K−1
k=0

∑
t∈T (k,j) δt(1− δ)E [ui,t|σ∗] ≤∑∞

j=0 δ
KTj

∑K−1
k=0 (1− δT )δkTE

[
vT (α(k,j)) + ε|σ∗] ≤

w + (1− δ̂) +
∑∞

j=0 δ
KTj(1− δKT )ε = w + (1− δ̂) + ε ≤ w + 2ε

,

 ���� 
�� ���
 �#����
! ����� � ���� �� ��
��� 
�� ���
 
�� ���
 ���#����
! ������� 
�� �����

����� ���� '%)
 
�� ������ ���#����
! ����� � ���� '�-)
 ��� 
�� ���� ���� ����� � �������

�
��!� . ������� ����� ��� �� ����&�� ���� ���� � /����
 
�� &��
�� �� �#��������� ��!�0�

�1



�� ��� �������	� 	���	
�	 v ∈ B(w, 2ε)� �	 ��	�
���

�� 
�����	 �� 	��� ���� �����
	 ���� �� ��������� �� ������� �
�� ��� ������	 	����
��

�� ��� �������	�� �����	� ���� α(k,j) /∈ AM ∪Am� � ��������� �� ��	��
� ht �� ����� (k, j)

�����	 �����	 �� ����
 �����	 ���� �
��������� 1
T
� ��� (1− δ)B ∈ [0, 1] �� ��� ������� ��

0 ��� ��� ��
��	� ������ ���� ��
 ��� ���� ��������� �
�� ��	 � �����
��� �������

!� ������ �� K ��� δ� ��� ���� �
�� ��������� �� at = a′ �� ht �	 �� ��
� ����

(1− δ)B +
1

T

∑
j′>j

∑
t′∈T (k,j′)

δt
′
(1− δ)

⎛
⎝ E

[
u1,t|σ∗, ht, t(k,j) = t, at = a′

]−
E
[
u1,t|σ∗, ht, t(k,j) = t, at = α(k,j)(mt)

]
⎞
⎠ .

"��������	 �
� ��� �
�
����� �� ���	 ���
�		��� �	 ������ ��������� #	��� $%&� �� ��� 
������

�����	 ���� ����
���� �����	� ���	 �� ���
��������� �

�
'

(1−δ)B+
1

T

∑
j′>j

δKT (j′−j)(1−δT )
⎛
⎝
⎛
⎝ E

[
vT1 (α

(k,j′))|σ∗, ht, t(k,j) = t, at = a′
]−

E
[
vT1 (α

(k,j′))|σ∗, ht, t(k,j) = t, at = α(k,j)(mt)
]
⎞
⎠+ 2ε

⎞
⎠ ≤ 0.

����� B ≥ 0� ����������� ���� 	���	 �� 1−δKT

1−δT ��� �������� ��� ��
������ �� w̄ ��� wi(y,m)

�����	 ��� 	�(����� ���������

(1− δTK)B +
δTK

T

(
Ey[wi(y,m)|ai, α(k,j)

−i (m)]− w̄i

)
+ 2

δTK

T
ε ≤ 0.

)�
 ε > 0 	�(������� 	����� ���	 ��� ������ �	 ������� �� *
���
�� % �� ����
���������� +��	�

��
 δ ≥ δ̄ ��� K ≥ K̄� �����
 i ��	 �� �
�
����� ��������� �
�� α(k,j) ∈ AI\{AM ∪ Am}�
�� α(k,j) ∈ AM ∪Am ���, �
 ���,����	 �����
 i �= 1� ���� ��� 	��� �
������ �
���	 ���

������ �� α(k,j) ���, �
 ���,����	 �����
 1� ���� *
���	����� %� �
���	 ���� �����
 - ������

�
�
����� ������� �� ������ � 	��� ���� �� �	 ��� �
�
����� ��
 �����
 - �� �����
 $�& ���� ���

�
��� ��� ���� ������� �� ������� �
 $�& ��	
���
� ���� ��� ���� ������� �� �������

.��	���
 ��� ��������� $�&� *
���
�� / �� ����
��������� ������	 ���� �����	���
� ��


���
���� �
��������� �����
 - ��	 �� ��������� �� ������� �� �������

.��	���
 ��� ��������� $�&� ���� � ��������� ���	 ��� ������ �����	 �� 	��	� ����

��
���	 �� ����� (k, j)� 	���� ��� �������	� �� ���� ����� �	 �����	�
������ +��
���
�� ���

%0



���� ���� 	
�� � 
�������� �	 ��
�
�
 ����� ��

max
m,a1

(
(1− δ) (g1(a1, α−1(m), θ)− g1(α(θ), θ)) +

δTK

T
(Ey [w1(y,m)|a1, α−1(m)]− w̄)

)
+2

1

T
ε

�� 
�������� �� ������� ��
 �������� ��� ��	� ���� �� ���	 �����		��� �	 ������ �����

����� ��� ���
� �� ��� 	����
 ���� �	 ��
����
��� �� θ� ����
	� �� ���
	 ���� θ = m�

δTK

T
Ey [w1(y,m)|a1, α−1(m)]− w̄ ≤ −2 1

T
ε� !� ������ " ��	 �� ��������� 
���������

# ���� 	���� ���� ��� ��� δ ≥ δ� ����� ���	�	 � (T,K)�$��
����� �������	� ���� ����%	

	���	����� v ∈ B(w, ε) ���� �	 ��	� �� �&
������
� �� ��� ���� �����
� ����������� ���	

�����	 ��� ������

����� �� ����������	 
� ���	 ����� ������
	 �� ����� 	���	� '��	�� # 
���� 	������ ��� ����

����	( 	����
� # ����� � ����� ���� �	 � �
��
��������� ��� ��� �����	�����( ��
 ������� #

����� ��� �����	����� ��	����

��������� �	
 ��� 
	� k ∈ R 
	� λ ∈ R
N ���� ��
� ||λ|| = 1� ���	� H(λ, k) = {v|λ·v ≤ k}


� 
 �����	���� �� 
�������� λ� ��� ���� (T, ζ, δ)� ���	� ��� ������� 	���� ���������� ��

���������� �
�� α ∈ AI �� 
�������� λ� ��	���� kT (α, λ, ζ, δ)� 
� ��� �
����� k = λ · v ����

v ∈ R
N ���� ��
� v �� (T, ζ,H(λ, k), δ)���������
��� ���� 
����	 α� ���	� HT (α, λ, ζ, δ) =

H(λ, kT (α, λ, ζ, δ))�

��������� ��
 ��� 
 �	�� 	���
� λ� ���	� kT (λ) = maxα∈AI λ · vT (α)� ��� HT (λ) =

H(λ, kT (λ)) 
	� QT =
⋂

λ H
T (λ)�

��

� � �)���� ��* 
 �� ����� ������ 
 ��	��	���� 
	� �����
��	 ��	����	 ζ(δ) ����

��
� kT (α, λ, ζ(δ), δ) �� �	����	��	� �� δ�

!� "������ λ �� 	�	�������	
���� 
	� ��� α ∈ AI ����	 ��� 
	� ζ > 0 
	� δ ∈ (0, 1)�

kT (α, λ, ζ, δ) = λ · vT (α)�

#� ��� λ �� ������	
�� ���� λi = 1 
	� α ∈ Am ∪ AM � ��� δ < 1� ��� 
�� ε > 0� �����

������ 
 ζ̄ > 0 ���� ��
� �� ζ ≤ ζ̄� kT (α, λ, ζ, δ) ≥ λ · vT (α)− ε�

��� ������ λ ∈ R
N �	 ���������	 �
 �����
� ��� �
����� �
 λ �	 ��������� ��� �	 �������	� ���
���������	�

+,



����� �� ����� 	
�
 ��������� �� ��� � �����	
��� H
 ��� 	�

�	� v ∈ H �	 (T, ζ,H, δ)�

�����
�	���� �� ���������� ���� α ��� ������������ 
����	 w(y, θ)� ��� ��� δ′ ∈ (0, 1)


�����

w′(y, θ) =
δ′ − δ

δ′(1− δ)
v +

δ(1− δ′)
δ′(1− δ)

w(y, θ)

���

ζ ′ =
1− δ

1− δ′
ζ.

H �	 ������ ��� v, w(y, θ) ∈ H
 	� w′(y, θ) ∈ H� ��� ��� ����� ���� ��� ��� � � ���� ���

��	����� δ′
 	� α ��� w′(y, θ) (T, ζ ′, H, δ′)������
�	� v�

��������� 	� !��	 ��	��� �	 � ������� ����������� �� "���� #�$ �� ��������%
 "�����


��� &�	��� �'(($�
 )��� ��� 	��� ��������� ���� ������������ 
����	 	���	�� � ��

��������� 
� *�

�	� λ �	 ���������� �� ��� ith ���	
 	� ���� ��� ��� j �= i
 λj = 0
 ���

λi = 1� "�� α ���� �� ������� 
����� i� ��� δ < 1� ��� ε > 0
 ����� Hε = H(λ, λ·vT (α)−ε)�

+ )���� ���� �� 	��) ���� ��� ��� ε > 0
 ����� ���	�	 � ζ̄ > 0 	��� ���� �� ζ ≤ ζ̄
 ���� �����

���	� {w(y, θ)}y,θ ⊆ Hε 	��� ����

λ · ((1− δ)vT (α) + δEy,θ [w(y, θ)|α(θ)]
) ≥ λ · vT (α)− ε, �,'�

� � ����	 ��� j �= i
 ��� ��� ��� θ ∈ Θ


δ

T
w̄i − ζ ≥ max

ai∈Ai\αi(θ)

{
δ

T
Ey[wi(y, θ) | ai, α−i(θ)]

}
.

��� ��� q ≥ 0
 ����� ��� ��
��
���� hq =
{
x ∈ R

N |xi = vTi (α)− q
}
� ��� ��� j �= i
 ���

{wj(y, θ)}y,θ 	���	�� � � 	��� ���� ��� ��� θ
 Ey [ŵj(y, θ)|α(θ)] = vTj (α)� ��� ��� ζ > 0
 �����

qζ : Y ×Θ→ R 	��� ���� qζ(y, θ) ≥ 0 ��� ��� ��� θ
 Ey

[
qζ(y, θ)|α(θ)] = q̄ζ )���

− δ

T
q̄ζ − ζ ≥ − max

ai∈Ai\αi(θ)

{
δ

T
Ey

[
qζ(y, θ)

] | ai, α−i(θ)
}
.

-� 
���)�	� ���� ����
 	��� � qζ ���	�	 ��� ��� ζ > 0� &�������
 qζ
′
(y, θ) = ζ′

ζ
qζ(y, θ)� "��

wi(y, θ) = vTi (α)− ε− qζ(y, θ)�

.	 ������ �����
 {w(y, θ)}y,θ ∈ Hε� /����% ���� λj = 0 ��� λi = 1
 �,'� ��� ��

$0



���������

(1− δ)vTi (α) + δEy,θ

[
vTi (a)− ε− qζ(y, θ)|α(θ)] ≥ vTi (α)− ε

�� Ey,θ

[
qζ(y, θ)|α(θ)] ≤ 1−δ

δ
ε� 	
� limζ→0 maxy,θ q

ζ(y, θ) = 0 ���

�� qζ
′
(y, θ) = ζ′

ζ
qζ(y, θ)�

���������� ��� 
�� ε > 0� ����� ������ 
 ζ̄ > 0 �
�� ��
� ���� ����

���� ����� �� ζ ≤ ζ̄� ����

������ ��� ��
���

��������	
 ����
 �
 ����������	 �� ��� W ⊆ QT �� ������� 	
 ���
������� �� �� ������

�� ���� ���� ��� ��
 δ ≥ δ̂� ����� ������ � ���������� �������� ζ(δ) > 0 ���� ���� W ��

(T, ζ(δ), δ)������
�������

������ � ����� ���� �� ������ �� ���� ���� ��� ���� v ∈ W � ����� ������ � �
�� ��� Uv

���� v ∈ Uv � � δv < 1� ��� � ���������� �������� ζv(δ) > 0 ���� ���� ��� ��
 δ ≥ δv� ���

u ∈ Uv ��� (T, ζv(δ),W, δ)������
������� ��

��� ��� ��� v ∈ W ����� ������ ���� � δv ���

ζv(δ)� ���� ��� ��� {Uv}v∈W �� � �
�� �� �� �� W � W �� ���
���� �� ����� ������ ����

!���� ����� �� {Uvr}Rr=1� "�� δ̄ = maxr δvr ��� ��� ��� δ ≥ δ̄� ζ(δ) = minr ζvr(δ)� �����

R < ∞� δ̄ < 1 ��� ζ(δ) > 0� ����� ���� ζvr(δ) �� ����������� ζ(δ) �� ����������� ���� ���

��� δ ≥ δ̄ ��� ���� ζ < ζ(δ)� ���� Uvr �� (T, ζ(δ),W, δ)������
������� ����� W ⊆ ⋃R
r=1 Uvr

�� (T, ζ(δ), δ)������
������ ��� ���������� �������� ζ(·)�
#���� ��

��� ���� ��� ���� 
���� �� ��� �������
 �� W � v ∈ ��(W )� ����� ������ ����

�� �
�� ��� Uv ���� v ∈ Uv� δv < 1� ��� ���������� �������� ζv(δ) > 0� ���� � ����� ����

���� Uv� δv < 1� ��� ζv(δ) > 0 ����� ��� � ��
 
���� v ∈ W � 	������ W �� ���
��� ���

��� ��� ��� ��� v ∈ W � ����� ����� � !���� ������ �� 
����� {v1, ...., vZ} ∈ ��(W ) ��� ���$���

{γ1, ..., γZ} ���� ����
∑

γz = 1 ���
∑

γzvz = v� ��%� δv = maxz δvz � ζv(δ) = minz ζvz(δ)�

��� Uv = {x|x =
∑

z γzxz ��� xz ∈ Uvz}� ���� Uv �� �� �
�� ��� ���� v ∈ Uv� ��� ��� δ ≥ δv

Uv �� (T, ζv(δ),W, δ)������
������ �� � ��� �� ����������� �� �����
������ 
������

������
� ��� v ∈ ��(W )� � ���� �� !�� �� �
�� ��� Uv ���� v ∈ Uv� � δv� ��� � ����������

�������� ζv(δ) ���� ���� Uv �� (T, ζv(δ),W, δ)������
������� "�� λ �� ��� ���� ������ ��

W �� v� k = λ · v� ��� H = HT (λ, k)� ���� HT (λ, k) ⊆ HT (λ) ����� �������
� �����

W ⊆ ���(QT )� ��

��� λ �� ��������������� ��� ��� u �� � �������
 
���� �� HT (λ)� 	


"���� 	�&� ��� ��
 ζ > 0 ��� δ ∈ (0, 1)� u �� (T, ζ,HT (λ), δ)������
������ ���� ����������

�'



���� α ��� �	�
����
�	� ��
	�� w(y, θ) ∈ HT (λ)� ����� v �� � �	�����
 �	��
 	� H� �����

�� � ��	��� �����
 	� HT (λ)� 
���� ����
� �	�� δ < 1� ζ > 0� ��� ε > 0 ���� 
��
 v ��� ��

(T, ζ,HT (λ, k − ε), δ)����	��	��� ����� ���	��
�	� ���� α�

�	� δ′ > δ� ����� ζ(δ′) = 1−δ′
1−δ ζ� �	
� 
��
 ζ(·) �� �	�
���	��� ����� � !� �
 ��� ��

��	�� 
��
 v ��� ��
(
T, ζ(δ′), HT

(
λ, k − δ(1−δ′)

δ′(1−δ)ε
)
, δ′
)
����	��	��� ����� ���	��
�	� ���� α�

"	��	#��� 
�� �	�
����
�	� ��
	�� w′(y, θ) ��
���
 |w′(y, θ)− v| ≤ κ̄(1− δ′) �	� �	�� κ̄�

$���� U(δ′) �� 
�� ���� ��	��� v 	� ������ 2κ̄(10δ′)� ����� W �� ��		
�� �	� δ′ ��%����
�


��	�� 
	 1 
���� ����
� � κ̃ > 0 ���� 
��
 
�� ��������� ��
���� H ��� W �� �
 �	�
 κ̃(1−δ′)2�

&����� 
���� ����
� �	�� δ̄ < 1 ���� 
��
 �	� ��� δ ≥ δ̄� 
���� ����
� � ζ(δ) > 0 ���� 
��
 ��

ζ ≤ ζ(δ)� 
��� v ��� �� (T, ζ, ��
(W ), δ)����	��	���� '������ �	�
����
�	� ��
	�� ��� ��

��
(W )� 
��
 ��� �� 
������
�� �
 � �	��
��
 ����������
 	� y 
	 ������
� � ������	��		�

Uv ��	�
 v 
��
 ��� �� (T, ζ,W, δ)����	��	����

����	�� �	� 
��
 λ �� �		�����
� 
	 
�� ith ����� (� ���	��� HT (λ, k) ⊆ HT (λ) �
���
�
�

)� ���
������� 
���� ����
� �	�� ε > 0 ���� 
��
 HT (λ, k) ⊆ HT (λ, vTi (α)− ε) �
���
�
� �����

α ∈ {αm,i, αM,i
}
� '
 *���� '�+� �	� �	�� δ < 1 ��� ζ > 0� � �	��
 	� 
�� �	�����
 	�

HT (λ, vTi (α)− ε
2
) ��� �� (T, ζ,HT (λ, vTi (α)− ε

2
), δ)����	��	��� ����� ���	��
�	� ���� α� '�



��� v ��� �� (T, ζ,HT (λ, vTi (α)− ε), δ)����	��	��� ����� ���	��
�	� ���� a� ,�� ���
 	� 
��

��		� ��	����� �� �� 
�� ���#�	�� �����

��� α ∈ AI � ����	�� 
���� ����
� �	�� λ ���� 
��
 vT (α) /∈ H(λ)� ,��� �
 �����
�	��

λ · vT (α) > maxα′∈AI λ · vT (α′)� -	�
�����
�	�� ,�� ��
 QT �� �	�#��� �	 V T∗ ⊆ QT � &�����

��
 ��		
� W ⊆ ��
(V T∗) ��� �� ����	����
�� �
 � ��
 	� �.��������� ��
	�� �	� ��%����
�


���� δ�

� ������ ��� ��	
��� 


�	� 
�� ����	��� 	� 
��� ��		�� ������ ��
�	�
 �	�� 
��
 Eθ∼π
[
τTruth(θ)

]
= 0� ��� �����

L̂ = min
{
L̃, L̄

}
> 0�

/+



��������� �	 ���������� 	
�� 
���������� �����������
 ��� α ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2
� �����

��� ��������� ����� 	
� α �


v̂T (α) = E

[
T−1∑
t=0

δt(1− δ)g(α(θ), θ)

]
.

�
� ��� 
���� ���
����
� ����
 α ∈ ÂI � ��� v̂T (α) = vT (α)� ����� V̂ T∗ ����
�
�
�� �
 V T∗�

V̂ T∗ = �

{
v̂T (α)|α ∈ ÂI , 	
� ��� i : v̂Ti (α) ≥ v̂Ti (α

m,i)
}
.

����
 � ������ 	
��
 ����

� �������

�� α ∈ ÂI\
{
Âm ∪ ÂM

}
�
 ����������� �� � T �����
� ��
�� �������
�� 
�

�� α ∈ {α̂M,1, α̂m,1
}
�
 ����������� �� � T �����
� ����
������� �������
��

����� d̂(δ, T ) = 2 1−δ
1−δT δ

TT L̂�  ���� �!�
�
 � δ̄ < 1 
��� ���� 	
� ��� δ ≥ δ̄ ��� d < d̂(δ, T )�

������ �"
 
������ 
������� �����
 σ∗δ (α)� #
��
$��� 	
� ��� ε > 0� ����� �!�
�
 χ > 0 ���

δ∗ < 1 
��� ���� �	 ||ν − π|| < χ� δ > δ∗� ��� d < d̂(δ, T )� ����

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtut|σ(d,T )

]
∈ B

(
v̂T (α), ε

)
. ����

��� σTruth �� ��� 
������� �� %���� mt = θt� 	
� ��� t ≥ 0�  ��� σ∗δ (α) = σTruth 	
� α ∈{
α̂m,1, α̂M,1

}
�

&�

	 
	 ����� '��� ������� α ∈ {α̂M,1, α̂m,1
}

 �� �� ����� �� σ(d,T ) = σTruth �� d <

d(δ, T )
 ���� ������� ���� ������


������� α ∈ ÂI\
{
Âm ∪ ÂM

}
�� ���������� !� � T "����� #���� ��$%�����
 &�

 ��������� σ(d,T )(δ) ������

σ(d,T )(δ) ∈ argmax
σ

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtg(α(θt), θt) +
1

T

T−1∑
t=0

d(hP
t , θT )|σ

]
.

�� �� ����� �� ��$% m ∈ Θ �� ���� �'�$��� Q(m) �����
 (%�������� σ∗δ (α) ��'���)�� ������

�*� �����
 (%� ��������!� +��� ��� !� ������� �� � ,��-��  �$����� ���!���� �� �%���

./



������ � ���	
���� �
����� �������� σ∗(α) ��� � ��������� δ∗ < 1 ��	� ���� ��� ��� δ > δ∗�

σ∗δ (α) = σ∗(α)� �� ������� ����

lim
δ→1

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtut|σ(d,T )

]
= vT (α).

��������� �	 ���������� ����
 ��� τ : Θ → R� d ∈ R+� ��� T ∈ N� � (d, T ) 
�����!��

���� ���������� ��������� τ �	 � T 
������ 
��� ���� �����	 ���� ��� ��� mt, m̂t, θT ∈ Θ�

Eyt [d1((mt, yt), θT )|α(mt)]− Eyt [d1((m̂t, yt), θT )|α(m̂t)] ∈ B (τ(mt)− τ(m̂t), d) .

��� ��� mt = m̂t 	��� ���� α(m) = α(m̂) ��� y = ŷ� d ((mt, yt), θT ) = d ((m̂t, yt), θT )�

����
 � �"���� ����
 �����	� α ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� ���� ������ ��	 ������� ��������


	�����
� �����	 σTruth �� ��� (d, T )
������ �� 
��� 	��������
 ����	!��	 τTruth ���� d <

d̂(δ, T )� ��� ��� ε > 0� ����� �"�	�	 � δ̄ < 1 ��� χ > 0 	��� ���� �! δ ≥ δ̄ ��� ||ν − π|| < χ�

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtut|σ(d,T )

]
∈ B

(
v̂T (α), ε

)
.

#���! �! $���� %��� �� #����
���� $� ��� ��� θ, θ′ ∈ Θ ��	� ���� α(θ) �= α(θ′)� g1(α(θ), θ)−
τTruth(θ) − L̂ > g1(α(θ

′), θ) − τTruth(θ′)� �������� � (d, T ) 
�����!�� ���� ���� ���������

τTruth ���������� d < d̂(δ, T )� ��� ��� σ(d,T ) !� 
����� %&� �
����� ��
������ ��������� ������ 

������ 
���'� ��� ����
������ �� ������� �� �� ��������	��� ��	������� �� σ(d,T ) = σTruth ��

��� ��� t ≤ T � ��� ��� m,m′, θ, θT ∈ Θ�

1− δ

1− δT
δtg1(α(m), θ)+

1

T
Ey [d((m, y), θT )|α(m)] ≥ 1− δ

1− δT
δtg1(α(m

′), θ)+
1

T
Ey [d((m

′, y), θT )|α(m′)] .

(��� 	�������� ���)����� ����� �� α(θ) = α(θ′)� �� α(θ) �= α(θ′)� ���� Ey [d((m, y), θT )|α(m)]−
Eyt [d((m

′, y), θT )|α(m′)] ≥ τ(θ)− τ(θ′)− 2d̂� *� 
����� % ��
���� ���������� ��

1− δ

1− δT
δtg1(α(θ), θ)− 2d̂

T
+

1

T
τ(θ) ≥ 1− δ

1− δT
δtg1(α(θ

′), θ) +
1

T
τ(θ′).

$$



���� �����	
��� �

�� ������
� 	� δ → 1 ���	��� limδ→1
1−δ
1−δT δ

t = 1
T
� �
 ����� ������ δ̄ < 1

���� ��	� �
� 	

 δ ≥ δ̄� �
	��� � ���
��� �������

� �� �	�� ����
�� ������

lim
δ→1

E

[
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δtut|σ(d,T )(δ)

]
= vT (α)

	� ��������

����� � �����	 ����� ��� ��� α ∈ ÂI �

lim
T→∞

v̂T (α) = Eθ∼π [g(α(θ), θ)] .

����	 �	 
���� 
��� ����
��  ��� ��	� α ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=1

� !� i = 1� ���� σ∗δ (α) = σTruth

�� ����	 ��� 	�� ��� ����
� �



"� ������	��
�� !� i �= 1� ��� ����
� �



"� ������	��
�

�� #� ����
� ����

����
�� �����	� ��	� α ∈ ÂI\{α̂M,i, α̂m,i
}N
i=1

� ���� 	�$����� �
��
"� ��	%�
� ��
� ���

	�	

$
�� 	�$����� �� &�'� ! �
	�� ��	� �
	��� � ���
��� �������

� ("��� ��$� ��
�	��
���

�� �	�� ����
��) *
��	

�� �
� 	�� χ > 0� ����� ������ 	 T ∗ <∞ ���� ��	� �� T ≥ T ∗� �
� 	



θ ∈ Θ�

lim
δ→1

1

T

T−1∑
t=0

+�
� {α(mt) = α(θt)|σ} > 1− χ. �,��

�
"	��� �
���	�����
�- ����
�� ����� ������ χ > 0 ���� ��	� �
� 	

 T ∗� �,�� �
�� �
� �

��

&��	

 ��� ��� 
� ������� M ⊆ Δ(Θ × Θ) ��
� +�
�
����
� �� #� �� μ 	� ��� �
��
	 ��	�

�
	��� �.� 
����	
 ���	��$� σ 	���
���	���� *
� �
�� ���� 	�� ��,� �
 �

� ����
�	��
��
��

�� ���� �� ��	�

4χ1|Θ|2 ≥
∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

g1(α(m), θ)
(
μTruth(m, θ)− μ(m, θ)

)
. �,/�

! ���0 �
 �
��� ||μTruth − μ|| ����$ ���� ��	�������

α ∈ ÂCM � �
 ����	 � ��
� &�' �	� �� �
�$��
� �
�� �� �
 ��
" ��	�

∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

μ(m, θ)g1(α(m), θ) <
∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

μTruth(m, θ)g1(α(θ), θ)

/1



��� ��� μ ���� �		
��	 ��	
�

� ��
��� �� (m, θ) ����
���
��	 ��� ��
�� α(m) �= α(θ)� μ0


	 ��� �� ��� ��
�� ������ �� �������� ��
��	 {μ0, ..., μR} ⊆ M� ��� ���� r ≤ R� �
����

μr(m, θ) > 0 ��� m, θ ∈ Θ ���� 
� a(m) = a(θ)� �� ����� ��
	�	 c > 0 	��� ���� ��� ���

m, θ ∈ Θ�

∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

μTruth(m, θ)g1(α(θ), θ)−
∑
θ∈Θ

∑
m∈Θ

μr(m, θ)g1(α(m), θ) > c.

��� RT = {r ≤ R|μr(m, θ) > 0 ���� 
� α(m) = α(θ)}� ����� ��
	� βr ≥ 0 ���� 	�� �� 1

	��� ���� μ =
∑

r βrμr� ���������� ���� ��� �� ��
����

4χ1|Θ|2 ≥
∑

θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ)
(
μTruth(m, θ)−∑r≤R βrμr(m, θ)

)
=∑

θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ)
(
(1− β0)μ

Truth(m, θ)−∑R
r=1 βrμr(m, θ)

)
=∑

θ∈Θ
∑

m∈Θ g1(α(m), θ)
∑R

r=1 βr

(
μTruth(m, θ)− μr(m, θ)

)
=∑

r/∈RT
βr

(∑
θ∈Θ
∑

m∈Θ
(
g1(α(m), θ)

(
μTruth(m, θ)− μr(m, θ)

)))
> c
∑

r/∈RT
βr

 � ���� 
���
�	

4χ1|Θ|2 > c
∑
r/∈RT

βr. ��!�

��� ��� χ2 > 0� ����� ��
	�	 T ∗ <∞ 	��� ���� ��� ��� T ≥ T ∗� ����� ��
	�	 δ∗ < 1 	��� ����

��� ��� δ ≥ δ∗� χ1|Θ|2 < χ2� ��" ���	
∑

r/∈RT
βr <

χ2

c
�

��� ��� μ : Θ × Θ → R� "���� λ(μ) =
∑

(m,θ)|a(m)=a(θ) μ(m, θ)� ���� λ(μ) ≥ 1 −∑
r/∈RT

βr > 1 − χ2

c
� #� �$%�� ��� ��� (m, θ) ∈ Θ × Θ� 1

T

∑T−1
t=0 μ̂t(m, θ) − μ(m, θ) < χ1�

����������
∣∣∣λ( 1

T

∑T−1
t=0 μ̂t

)
− λ (μ)

∣∣∣ < χ1|Θ|2 ��" 	�

1

T

T−1∑
t=0

&��� {α(mt) = α(θt)|σ} > 1− χ2

c
− χ1|Θ|2.

'	 δ → 1� ����	
�� χ1, χ2 > 0 	� ���� χ2

c
+ χ1|Θ|2 < χ ���
�	 ��� ������"
��
���

��� ��� ε > 0� ����	� T ∗ <∞ 	��� ���� ��� ��� T ≥ T ∗� ����� ��
	�	 δ∗ < 1 	��� ���� 
�

δ ≥ δ∗�
1− δ

1− δT

T−1∑
t=0

δt&���
{
α(mt) = α(θt)|σ(0,T )

}
> 1− ε.

�(



��� ����� 	
��
��


��������� �	 ��������
� �
��
 �������� 	
� �����	��
���
�� ������� ���� ��� �� T,K ∈
N ��� δ ∈ (0, 1)� � (T,K)���������� ��������� �� ��� ���� ���� �� ������ ��	����� 	
�

������	��� �� �����	��� �� ��	
 	
� ��������� �
������

• �
� ������	��� ��������	�� �� ���� (k, j) �� α(k,j) ∈ ÂI �

• !�����	� " �� �������� �� 	
� ��������� �����	���� #�� ��� �$���� 
��	��� ht
Pub �	 	
�

��������� �� ���� (k, j)�

%� &� α(k,j) ∈ ÂI\{α̂m,i, α̂M,i}Ni=2� 	
�� 	
��� ����	� w̄
(k,j)
1 (ht

Pub) �$�
 	
�	 ��� ��� t(k,j) ∈
T (k,j), mt(k,j) ∈ Θ�

∞∑
j′=j+1

δTK(j′−j)(1−δTK)E
[
vT1 (α

(k,j′))
∣∣σ∗, ht

Pub,mt(k,j) , πminT (k,j) = π
]
= w̄

(k,j)
1 (ht

Pub).

'� &� α(k,j) ∈ {α̂m,i, α̂M,i}Ni=2� 	
�� ����� τ (k,j) : Θ → R �� 	
� 	�������� ��	�������

(") ��� 	
� ������	��� �$�� α(k,j)� �
�� 	
��� ����	� w̄
(k,j)
1 (ht

Pub) ∈ R �$�
 	
�	 ���

��� θ ∈ Θ�

∑∞
j′=j+1 δ

TK(j′−j)(1− δTK)E
[
vT1 (α

(k,j′)) |σ∗, ht
Pub,mt(k,j) = θ, πminT (k,j) = π

]
=

w̄
(k,j)
1 (ht

Pub) +
1−δTK

δTK τ (k,j)(θ).

����
 � ������ �
��
 #�� ��� ε > 0� 	
��� ����	� � K̄ < ∞ ��� δ̄ < 1 �$�
 	
�	 ��

K ≥ K̄� δ ≥ δ̄� ��� δTK ≤ 1− ε� 	
�� �� ��� (T,K)�*��$����	 ���
����� �� 	
� ���� ��	


�� �����	� σ∗�� �� ��	���� �	��	���� #�� ��� 
��	��� ht �	 	
� �	��	 �� ���� (k, j) ��� ���

j′ > j�

∑
t′∈T (k,j′)

(1−δ)δt′E [ut′ |∗, ht
] ∈ B

(
E
[
(1− δT )δKTj′+kTvT (α(k,j′))|σ∗, ht

]
, (1− δT )δKTj′+kT ε

)
.

�� �

!���� �� +���� ��"� !
� ε1 > 0" ��� K1 <∞ #� ���� ���� 	
� ��$ ���
�" ||πT (K1−1)−π|| < ε1


�%



��� δ1 < 1 ��� ε1 > 0 ��	
 �
�� �� δ ≥ δ1 ��� ||ν − π|| < ε1
 �
�� ������ ��� ��� ��� 
���

���
 ����� ε > 0�

��� ht �� � 
������ �� ���	� (k, j)
 ��� ��� Σ(k,j) �� �
� ��� �� �������� ���������� �� �
�

T ������� ��	
����� ������������ α(k,j)� ������ ��� ��� ��� ����� �
�� ��� ��� j′ > j


∥∥∥∥∥∥
∑

t′∈T (k,j′)

δt
′−min{T (k,j′)}(1− δ)E

[
ut′ |σ∗, ht

]− (1− δT )E
[
vT (α(k,j′))|σ∗, ht

]∥∥∥∥∥∥ ≤ (1− δT )ε.

�
�	
 �� ���� �������  �!"�

#� ������� �� �
�� �
�� σ∗ �� ������� ��� ������ �� �������� � 
������ ht �� �
� ���������

�� ���	� (k, j) ��� ��$�� d1(m, θ) �� ��  �%"� ����������� �� 
������ ht
 θT �� �����������

�� σ� &
��
 σ∗ �� ������� ��  �'" 
�����

#� α(k,j) ∈ AI\{α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2


 �
��  �'" 
���� �� ������������ d̂ ��� d �� �
� ����� ��

(���������� )� #� α(k,j) ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2


 ���� �
��  �*" 
����� +� ����� ��� �� ��,	�� ��

�
�� �
�� d1 �����$��

d1(m, θ)− d1(m̂, θ) ∈ B
(
τ (k,j)(m)− τ (k,j)(m̂), d̂(δ, T )

)
.

��������� �
� ���� ����� �� (���������� )
 ��� ��� χ > 0
 ε1 ��� ε2 ��� �� 	
����

��,	������ ����� �
��

d1(m, θ)− d1(m̂, θ) ≤
∞∑

j′=j+1

δTK(j′−j)

⎛
⎝ E

[
vT (α(k,j′))|σ∗, hmin{T (k,j)},mt(k,j) = m

]
−

E
[
vT (α(k,j′))|σ∗, hmin{T (k,j)},mt(k,j) = m̂

]
+ 2χ

⎞
⎠

���
 � ������� ����� ���� ������ +� (������� % �" �� -�$������ ��)
 �
�� ����� ��� ��

�������

d1(m, θ)− d1(m̂, θ) ≤ δTK

1−δTK

(
1−δTK

δTK

(
τ (k,j)(m)− τ (k,j)(m̂)

)
+ 2χ

)
=

(τ (k,j)(m)− τ (k,j)(m̂)) + 2δTKχ
1−δTK ,

��� ��������� ���� ������

.� ���� �� δTK ≤ 1 − ε
 χ > 0 ��� �� 	
���� ��,	������ �����  �� 	
������ �����

%/



δ̄ < 1 ��� K̄ < 1� ���� 2χ
1−δTK �� �	
��	�	��� �
���� �� ��	������	� ���� ��� 
� ������ �� ����

d1(m, θ) ≤ d̂� ���	���	�� σ∗ �� �� ����
�� ��	����� 
� ��

� ����

��������� �	 ���������� ����
 � ����� v ∈ R
N �� (T, ζ,W, δ)	
���
������� �� ��� ��
�

���� �� ������ �� ����� ������ ��
� α ∈ ÂI ��
 ������� w(y, θ) ∈ R
N ���� �����

�� �� α /∈ {α̂M,i, α̂m,i
}
i∈{2,...,N}� ����� ������ w̄ ∈ R

N ���� ���� ��� ��� θ ∈ Θ� Ey [w(y, θ)|α(θ)] =
w̄� �� α ∈ {α̂M,i, α̂m,i

}
i∈{2,...,N}� ����� ������ w̄ ∈ R

N ���� ���� Eπ,y [w(y, θ)|α(θ)] = w̄�

��  �� ������ �� ���������� !"# ���
��

$� ���������� ���� α �� (T, ζ,W, δ) ����	���
��!

!�# �� α /∈ {α̂M,l, α̂m,l
}N
l=1

� ���� ��� ��� i,m, θ� !%# ���
��

!�# �� α ∈ {α̂M,1, α̂m,1
}
� ���� ��� ��� m, θ, ��
 i �= 1� !%# ���
�� &�� i = 1� !%# ���
�

�� m = θ�

!�# �� α ∈ {α̂M,l, α̂m,l
}N
l=2
� ���� ��� ��� θ ∈ Θ� Ey [w1(y, θ)|α(θ)] = w̄1+(1−δ)τTruth(θ)�

����� τTruth(θ) �����'�� ����
����� ( ��� α� &�� ��� i �= l,m, θ� !%# ���
�� &��

i = l� !%# ���
� �� m = θ�

(� &�� ��� θ, θ′ ∈ Θ ���� ���� α(θ) = α(θ′)� ��� ��� y ∈ Y � w(y, θ) = w(y, θ′)�

� ��� W �� (T, ζ, δ)	
���
������� �� ����� w ∈ W �� (T, ζ,W, δ)	
���
��������

����
 � ���

� ��"�
 )�� W ⊆ R
N �� � �����
� ������� ����
�
 ���� *������ �����

������ ��
� δ̂ < 1 ���� ���� ��� ��� δ ≥ δ̂� ����� ������ � ���������� �������� ζ(δ) > 0 ����

���� W �� (T, ζ(δ), δ)	�������� ����	
���
��������  ��� ��� ��� ε > 0� ����� ������ δ∗ ���� ����

��� ��� δ ≥ δ∗� w ∈ W � ����� ������ �� �+��������
 �� ��� ��'����	����,�� ��
� ���� �����

v ∈ B(w, ε)�

-���� �� )�

� .�/� #�$ ε > 0� ��� W ⊆ R
N 
� ���� � ���� ��� �������	 w ∈ W � %� ��

&	��������� '� ���	� �$���� ζ̄ > 0 ���� ���� �� ζ < ζ̄� ���	� �$���� � δ̄ < 1 ���� ���� ��	 ���

δ ≥ δ̄� K ��� 
� ������ �� ���� W �� (T, ζ̄, δTK) ����
����
��

�(



����� δ ��� K� ��	�� δ̂ = δTK 
 ���
����� � �������
� �
 �� ��� ����� �� �����
�����

�
 � ����� ���
 �������
� �
 (T,K)���������� �� ��� ���� ���� �� ������
 ���������
 �� ��

���  �� (T,K)���������� �������
�
 �� ��� ���� ���� �� ������ ������ ����������! ����

��� ���
��������


���
���� �������! � �� (T,K)���������� �������
�

 "�� #���$ (k, j)
 �� α(k,j) ∈{
α̂M,i, α̂m,i

}N
i=2

� ���� #! ��	������ �� σ∗ ���!�� � ������
 ���������! �� ���� ������ �� T (k,j)


%���������

E
[
w

(k,j)
1 (yt(k,j) ,mt(k,j))|σ∗, hmin{T (k,j)}, πminT (k,j) = π

]
= w̄

(k,j)
1 +

1− δ

δ
Eθ∼π [τ(θ)] = w̄

(k,j)
1

#����
� Eθ∼π [τ(θ)] = 0
 &���!��� '() ��� ������ ���� �� πminT (k,j′) = π� ���� πminT (k,j′+1) =

π� � ��������

δTKw̄
(k,j)
1 (ht) =

∞∑
j′=1

δTKj′(1− δTK)E
[
vT (α(k,j+j′))|σ∗, hminT (k,j+1)

, πminT (k,j+j′) = π
]

%��������� �������! �'#) �� (T,K)�*�������� �������
�
 ����

 �� α(k,j) /∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

�

���� � ���! 
������ �������� 
���
 ���� �������! �'�) ����

 +� �������! � ����
 ��� ���

���
������� �������
� �
 (T,K)�*��������


+����
� ���� ���!��
 ��� ������ �� ������
 �
 � �������� �� ��

���

 ,���� �
� ������


�� δ < 1 ��� K <∞ ��� 
�-������! �����
 .����� ����� ���
� δ1 < 1 ��� K1 <∞ 
��� ����

�� δ ≥ δ1� K ≥ K1� ��� δTK < 1 − ε� ���� σ∗ '���� /�	������ �
 ) �
 �� ������� ���������


������!
 �� α(k,0) /∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� ���� v ∈ B(w, 2(1 − δTK) + δTKζ) �
 �� �����
�����

�
 �� α(k,0) ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� ���� ���
���� � ����	�� (T,K)�*�������� �������
� ����

α(k,0) ∈ ÂI\{α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

��� w̄(k,1) = w
 %�� ��!�0 v �� ���
 ����	�� �������
�


���
	�
 ||v − w|| < 2(1− δTK) + δTKζ #! ���
��������
 +� v ∈ B(w, 2(1− δTK) + δTKζ)


�� ������
 �� 
��� ���� ���!��
 ���� �� ��������� �� ������� ���� ��� ������
 
����	��

#! ��� �������
�
 �� α(k,j) /∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� ���� ��� �������� �� �����
����� � ������

��

�� α(k,j) ∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� ���� ���!�� � ��! ������� �� ����� ��!

 "��
�� 
�� ����� ������

���������! #�� ����
� �� ��������� ������
 +������ 
�� ����� ������ ���
��! ��� ���! ���

������ ���� ���� �	
���
� ������� 	�
�	����� �� �����	�� �	��	 ���	 θt �� ��� ���	� �� ��� ��	���� ���	���	��

�� ����� 	�
�	����� �� ������	 �	 
�� �����	� ����	�� ����	 ��
 �������
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������� ������ 	�� 
�� �������� �
��� �
���� �
� ����� ������ 	�����
 ��� ���
 �
� �����

������� �
� ���� ��� �
��� �
��� �	 ��������� ��� ��� ��������� ������� ��� 
���� 	�� i = 1

��� ��� (m, θ)� �
� ������ �
�� �	 ��������� �� ��� ��������� ������� ����
�������� �� ��

������� �������
 �� �
� ���
������ �
��� ���
�� � 
�� �� ��������� ����������

���
�� i /∈ {l, 1} �� ����� 
�� �� ��������� ��������� ������� ��� 
���� 	�� ��� (m, θ)�

���
�� l �������� �
�� ���
�� � ������� ����
	���
 �� ���
 ������� ��� 
���� �������� m = θ

���
 ����������
 �� �
���	���� ���
�� l 
�� �� ��������� ��������� ������� ��� 
���� 	��

m = θ��� �
�� ������ �
� ������ 	�� δ∗ > 0 ��� ζ > 0 ���
 �
�� 2(1− δ∗) + δ∗ζ < ε�

��������	
 ����
 �
 ������� �� !�������� � �	 "���� #�$ ���� �
����
 ���
��� �
�����

%�� ���������� $ ��� &� �
� ����	 
���� ���
��� �
���� 	�� α /∈ {α̂M,i, α̂m,i
}N
i=2

� '	 α ∈{
α̂M,i, α̂m,i

}N
i=2

��� λ �= ±(1, 0, ...., 0)� �
�� "���� #�$ ���� �
����
 �	 �
� �������� ����

��������� ��
�( �� vT1 (α(θ)) +
1−δ
δ
τ(θ) 	�� ���
�� 1� ��� vTi (α) 	�� ���
��� i ∈ {2, ..., N}� '	

λ = ±(1, 0, ..., 0)� �
�� �� ����� ��
��� �� �� α ��	�������� ��� �� k∗(α, λ, ζ, δ) = ∓∞�

)���� 
������� �
�� k∗(α, λ, ζ, δ) �� �
� ���� �� �� "���� #�$ �	 λ = ±(1, 0, ..., 0) ���

α ∈ {α̂M,1, α̂m,1
}
�

%�� � ���� ������ λ� ����� k̂T (λ) = maxα∈ÂI λ · vT (α)� "�� ĤT (λ) = HT (λ, k̂T (λ)) ���

Q̂T =
⋂

λ Ĥ
T (λ)� '	 λ = ±(1, 0, ..., 0)� �
�� �
� ����	 �	 ����������� * ���� k∗(α, λ, ζ, δ) ���


	�� α ∈ {α̂M,1, α̂m,1
}
� �
��� �
� �������� k∗ ��������� �� �� ����������� ��� �
� �����������


���� 	�� Q̂T � #�� V̂ T∗ ⊆ Q̂T �� �� �
����� �� �� ����
��� "���� +�& ������ �
����� $�

� ���������� �� 	
��
������ ����������

�
�� ,������- ��������� � ������� ����������� �� (T,K)�.�������� /��
������� ��� 
��
�

���
�� �

 ���
 � ������� ������������ ����� ��� ��� �� �
� ����	� �	 �
������ � ���

���������� 	
� ��		��� �� �
�

 ������� ������� 	
��� ��� ������� ������� 	
�	 �� ������ t− 1� ������ l��
����� ��� ��
�����	��	 ��	
 ������ 1�� �����	�� 	���� ���� 	
���
 ������ � ��� �������� 	� �����	 	��	
�����
��	
 ���������	� �� �� ������ l ����� 	
�	 ������ � 
�� �����	��� �� 	
�	 
���� ������ 1 �	��� 
�� � �	��
	
��
��	��� 	� �����	 	��	
����� �� 	
� 
�����	 ������� �
��� ����� ������ l�� ������� ��������� 	
� �����	��� ��
��� ���	����	��� ��	
 ���� ������	 ���� 	���� 	
�	 ��� 
�����	��	 ��	
 
�� �������� ������ �
�� ��
��	����

�� 	
� 
��	����	��� �� � ��� ����	�
�� 	� 	
� 
��� �
��� l ���� ��	 ������� 
�� ������

*�



�� ������	
 ��	 
�������� ���	
�����	 �����
������� �	��
��	 ��	 ������	���
���� ���	 ��

������ �
 T �	
����� 	��� �
 ����� �� 
�����	� �� �����	
 ����� �
 TA �	
���� �� ����� ����

�� �
���
�
�� �� TA > 0 ��
�	� �
�� ��	 �	
��	����	 �
 ��	 ���� �	
��� �� ��	 ������ ��	

����
������� �
�	
 TA �	
���� �� ����	 �� ��	 ����
���� ����
������� !������ ��� �����������

����	"� �� 	 �	��	� ����#� �� ���� ����� �
	 ������ ���	 � 	� ε > 0 �
 ����
���� ����#��

$� ���� �
 ���� 
������� $ ���� ����
	 ��	 TA �	
���� �
 �
���
�
� ���� ��� ����	�� ��
	����

�����	 ���� 	 �	��	� ����#� �� 
���
	 ������ �
	 �� ��
	 ���� ε 

�� ����
���� ����#��

%	� B > 0 �	 ����	
 i&� ������ ���� 

�� � �	������� �� �	
��� t� ��� �	� Dj �	 ��	

�����	 �� ��������� ����#� �� ��	 ����� ���� �� j ������ �� ��	 
���
	 

�� t !���� j ≥ 1" ��

� 
	���� �
 ���� �	�������� ��
 ����������� �����	 	 �	��	� ����#� �� ���	 
���
	 ����� �
	

�� ��
	 ���� ε ���� 

�� ����
���� ����#���� '�	� ����	
 i ���� ��� �	����	 �


(1− δ)B +
∞∑
j=1

δTj(1− δT )(Dj + 2ε) ≤ 0

!2ε �	����	 ���� ��	 ��� ��� �#����� 	 �	��	� ����#� ����� ��#	
 �� ε 

�� ��	�
 
	��	����	

����
���� ����#�"� (	�
������

(1− δ)B +
∞∑
j=1

δTj(1− δT )Dj ≤ −2δT ε.

'� ����� ��	 �
��
 �	����)�	 �� �%*� �� ���� �	 ����
∑∞

j=1 δ
Tj(1 − δT )Dj → 0 �� δ → 1+

���	
���	� ������������ ����#� ����� ��� �	 �� ��	 �	� W �
 ����#� �� �	 ���
� ����	�

�� 	)�����
���� ����	 ������������ ����
���� ����#� �
	 �
��� 

�� � ���	
����	 ���� ���

�
����	� ��	 ����	�� ���	
����	 �� δ → 1�

$
 ε = 0 !�� �� ��	� �� �%*"� ��	� ���� ����� ���	� �� �
���	�� �	����	 (1 − δ)B → 0�

,��	�	
� 
�
 ��� 
��� ε > 0� ����	
 i ���� �
	
	
 �� �	����	 �� δ → 1� $�������	��� ����	


i ��
	� ���� ��
	 ����� ������������ ����#� ���� ����	����	 ����#� �� δ → 1� �� ��

��
������
 ��
	� ����� ��	 �������	 ���� �� ��	�	 ������������ ����#� ���� �
��	� ��	 ��

�
����	 ��
�
������� $� ��	 ������ ��	 ���	����� ���� 

�� �
����	 ��
�
������ �� ��
�	
 ����

������ �� � ���	 
���� ��
�� ����
�� ������� ����������� ������
�� �� ����������� ���� ����� �
� �� �� 
���



��� �


�������� �
�������

-�



��� ���������� 	
������ 
� ������������ 	���� �� 	����
 i ������ 
� ����

�� �
�� ����������

�� ���
���� ε� ��� �����
������ ���� ���
���� ��� ���
�
 �� ��������� 	�
���� TA� ���

���� TA → ∞ �� δ → 1� �� ��
�������� ������������ ����� 	�
���� ���� �� ��� ������ ���

(T,K)�����

��� ��������� ������ ���� 	
�
��� 
������ ���
������ K ���� ��� ����� ���

�������� �� ��� 
�������� ������

����
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